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В процессе работы триботехнических сопряжений фрикционные элементы подвержены 

сложному, непропорциональному нагружению. При этом формируется деформационная ани-
зотропия фрикционного многокомпонентного композиционного элемента и создаются условия 
его преждевременного разрушения. Оценка макроскопических и микроструктурных напряже-
ний, а также процесса накопления микроповреждений становится актуальной проблемой. 

Вопросы сложного нагружения подробно рассмотрены в работах [1–5]. Из анализа сле-
дует, что при сложном нагружении наиболее полно исследовано поведение поликристалличе-
ских металлов и их сплавов как имеющих, так и не имеющих площадки текучести. Процесс 
сложного нагружения композиционных материалов исследован далеко не достаточно [3, 4]. 

Фрикционные пары работают в условиях сложного, непропорционального нагруже-
ния. Для таких пар трения постоянно приложено контактное давление, обеспечивающее 
формирование силы трения. Сила трения при разгоне направлена в сторону направления 
вращения, при торможении – в обратную сторону. При таком режиме работы фрикционной 
пары происходит более ускоренное разрушение фрикционного элемента, обычно представ-
ляющего собой многокомпонентный композиционный материал. 

Сложность поведения композитных материалов при нагружении обусловлена процес-
сом накопления структурных повреждений [6, 7]. При этом имеет место как объемное раз-
рушение (образование нарушений сплошности типа пор), так и образование двухмерных де-
фектов типа микротрещин. Процесс объемного разрушения приводит к изменению механи-
ческих свойств композитных материалов с сохранением их симметрии. Образование микро-
трещин, ориентированных относительно главных напряжений, обуславливает в общем слу-
чае не только изменение механических свойств, но и преобразование композита в тело с кри-
волинейной анизотропией. 

Цель работы – с позиций микромеханики многокомпонентных структурно-неоднородных 
тел построить методику и алгоритм расчета микроструктурных напряжений, уровня накоплен-
ных микроповреждений и деформационной анизотропии, обусловленных изменением модулей 
упругости по пространственным координатам в условиях сложного нагружения. 

Основная часть. Многокомпонентный композиционный материал моделируется сре-
дой класса В2, в рамках которой  выделяются элементы как первого так и второго порядка 
малости [8]. Для описания процесса накопления двух- и трехмерных повреждений по анало-
гии с работами [6, 7] введем случайную тензорную функцию микроповреждаемости: 

 

      ,,,,,,ijmn SrPISrPSr ijmnijmno  , (1) 

 

где  ,, SrPo  – скалярная случайная функция, описывающая накопление трехмерных 

дефектов; 
Pijmn – случайная тензорная функция, описывающая накопление двухмерных дефектов; 
ξ, S – случайные тензоры микронапряжений и прочности структурных элементов 

композита; 
Iijmn – единичный тензор четвертого ранга. 
Компоненты случайной тензорной функции (1) однозначно определяются распределени-

ем микронапряжений и тензором прочности структурных элементов. В общем случае нагруже-
ния, когда главные оси симметрии структурных элементов не совпадают с направлениями  
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главных напряжений, тензор Ψijmn не симметричен и его компонентами являются 36 случай-
ных функций. В ряде частных случаев симметрия функции (1) увеличивается. Так, например, 
для композитов с изотропными компонентами справедливы условия симметрии: 

 

Ψijmn = Ψmnij = Ψjimn = Ψijnm = Ψnmij = Ψnmji. 
 

Упругие свойства многокомпонентных композитов с учетом повреждаемости струк-
туры описываются моделью статической смеси: 

 

    



N

K

KK
mnmn

K
ij rSrI

1
ijmn ,,   ,  (2) 

 

где K
ijmn , K

ijmn  – случайные тензоры модулей упругости и повреждаемости компо-

нента К; 

 rK  – индикаторная функция; 
N – число компонентов в композите. 
Из соотношения (2) следуют важные представления, раскрывающие смысл деформа-

ционной анизотропии упругих свойств композитов. Если все K
ijmn  изотропны, а внешнее 

нагружение обеспечивает некоторым функциям K
ijmn  три плоскости симметрии, то компо-

зит будет соответствовать ортотропному упругому телу. Если внешнее нагружение обеспе-

чивает некоторым функциям K
ijmn  одну плоскость симметрии, то композит будет соответ-

ствовать транстропному телу. 
Принципиально возможным представляется случай, когда система внешних сил обес-

печит такое формирование функций K
ijmn , которые преобразуют анизотропные материалы 

в изотропные. 
Для определения компонент случайных тензорных функций микроповреждаемости 

и статистических параметров микронапряжений и микродеформаций ставится статистиче-
ская краевая задача микромеханики композитов, связанная по процессам деформирования 
и разрушения: 

 

0,i  ;    



N

K

KKK
ijij I

1
  ;    ijjiij ,,2

1   ;   Г

Гi i  , (3) 

 

где Ã
ii  ,  – вектор случайных перемещений в объеме тела и на его границе; 

εij – тензор случайных микродеформаций. 

Краевая задача (3) с использованием функции Грина  ',Gij rr  приводится к системе 

интегро-дифференциальных уравнений: 
 

   
V

jiji

o
dVrÏrrG '''', ,,,  ,  (4) 

 

где  
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...  – оператор статистического осреднения. 

Решение (4) в предположении статистической независимости Ψ и θ с учетом только 
средних значений Ψ, можно записать в виде: 
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

V
mn

o

jijimn dVG
K

','
1,

1
,   ;  
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Следовательно, решение (5) позволяет определить моментные функции распределения 
микродеформаций, микронапряжений и средние значения функции микроповреждаемости. 

Макроскопическое разрушение композитных материалов описывается макроскопиче-

скими функциями повреждаемости I
ijmn , которые определяются объемным осреднением 

функций микроповреждаемости: 
 

 



V

II
ijmnI

I
ijmn

I

VdSr
V

 ,,
1

, (6) 

 

где VI  – элемент структуры композита первого порядка малости. 
При этом макроскопическое разрушение наступает при нарушении неравенства: 

 

0  ijmn
I

ijmn C , 
 

где 
ijmnC  – тензор критических значений функции макроповреждаемости. 

Для макроскопически изотропного композита тензор 
ijmnC  определяется соотношением: 

 

       
 jminjnimmnijijmn CCC    21 . 

 

Постоянные 
1C  и 

2C  находятся из опытов на одноосное растяжение и чистый сдвиг: 
 

         mlmlеmlC BB  3/11111  ; 
 

      
  mеmC BB 2/12122   , 

 

где l и m – постоянные Ламе; 
BBBB ее 12121111 ,,,   – предельные макроскопические деформации и напряжения при рас-

тяжении и сдвиге соответственно. 
Для реализации предложенного подхода разработана Паскаль-программа. Программа 

позволяет осуществлять расчеты при деформировании слоистых анизотропных  
композиционных материалов при плоском напряженном состоянии, траектория нагружения 
которых в фазовом пространстве главных деформаций может быть аппроксимирована мно-
гозвенной ломаной линией. 
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Рис. 1. Зависимость главных напряжений и упругой анизотропии волокнистого  

композита от траектории деформирования в фазовом пространстве главных деформаций 
 
Величины формируемых напряжений и степени анизотропии в композите представ-

лены числовыми значениями в табл. 2. 
 

ВЫВОДЫ 
Разработанный подход с позиций статистической микромеханики композитов позво-

ляет описывать механическое поведение слоистых композиционных материалов при слож-
ном непропорциональном нагружении. Расчетно-экспериментальным путем установлена 
точность предложенного подхода. 
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